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Capitolul 1

Elemente de geometria cercului

1.1 Elemente de geometria cercului.
Probleme generale

1.1.1 Probleme rezolvate

1. Sa se arate ca intr-un triunghi mijloacele laturilor, picioarele tnalfimilor g1
migloacele segmentelor ce unesc fiecare varf cu ortocentrul triunghiului sunt
situate pe un acelasi cerc (cercul lui Euler — cercul celor 9 puncte).

Solutie. Considersm triunghiul ABC ascutitunghic si notdm cu A’, B, C’

mijloacele laturilor [BC], [AC] si [AB] si cu A}, Bj, C] mijloacele segmen-
telor [AH]|, [BH], [CH].

B Ay A’

Figura 1.1
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Din [B'C’] linie mijlocie in triunghiul ABC rezulti c3 B'C'|BC si
BC
BC'= 5 Rezulta ca BOB'C’ este trapez. Deoarece [A'B'] este linie

A B
mijlocie in triunghiul ABC rezultd ci A'B'||AB si A'B' = TB In triun-

ghiul dreptunghic AA;B, A;C’ este mediana corespunzatoare ipotenuzei,
AB
deci A;C" = T de unde [A'B'] = [A;C"], adicd A;C'B'A’ este trapez

isoscel, iar punctele A1, A’, B, C’ sunt conciclice. In mod analog se arati
cd By, A',C",B' si C1,A’,B’,C’ sunt conciclice, deci Ay, By,Cy se gisesc
pe cercul ce trece prin punctele A’, B',C’. Pentru ca A’ s& se giiseascs pe
acelasi cerc, vom ardta ci patrulaterul A}C’A’B’ este inscriptibil. Deoa-
rece [A'C’] este linie mijlocie in triunghiul ABC rezulti ci A'C’ |AC. In
triunghiul ABH, [C"A}] este linie mijlocie, deci C"A}||BH, dar BH 1 AC,
de unde A1C" L A'C’. Analog A{B’ L A’'B’, deci A}C'A'B' este patrulater
inscriptibil, adicd A se géiseste pe cercul determinat de A’, B’,C’. Analog
se aratd cd si By, C] se afli pe acelasi cerc. Cele nous puncte se gasesc
pe acelasi cerc, numit cercul lui Euler, in care [A]A'], [B}B'], [C}C"] sunt
diametre.

. Se considerd triunghiul ABC si O, respectiv I centrele cercurilor circum-

scris, respectiv inscris in triunghiul ABC. Sd se arate cd OI? = R? — 2Rr,

unde R, respectiv r sunt razele cercurilor circumscris, respectiv inscris in
triunghiul ABC.

Solutie. Fie D punctul in care bisectoarea (AD intersecteazi cercul, iar
E si F intersectiile dreptei OI cu cercul circumscris triunghiului ABC. n
triunghiul ABD, aplicdnd teorema sinusurilor, avem

BD A
~ = 2 =5 BD:ZRsm5.
sin —
2
In triunghiul AITM:
A IM T 7
SIHE—E—E = AI—-———Z
sma

Avem

-~

m(IBD) = m(IBC) + m(CBD) = T@ +m(CAD)

_ m(4BC)  m(BAC) m(AC)+m(BC)
ST Bleumta 4 :
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— ~

m(BC)
4

m(B/IT)) = (unghi cu varful in interiorul cercului).

Figura 1.2

Din cele doud relatii deducem ca triunghiul IBD este isoscel, deci
[BD] = [ID]. Folosind puterea punctului I fats de cercul de centru O,
avemn:

2Rr =ID-IA=IE-IF = (R—OI)(R+0I)=R?>- 0Ol

de unde
OI? = R — 2Rr (relatia lui Euler).

3. Sd se arate cd in orice triunghi ABC, ortocentrul, centrul de greutate gi
centrul cercului circumscris triunghiului sunt situate pe o aceeasi dreaptd
(dreapta lui Euler).

Solutie. Fie A” punctul diametral opus lui A in cercul circumscris tri-
unghiului ABC. [AA”] fiind diametru rezultd ci m(m’ ) = 90°, deci
AC 1 CA". Deocarece BH L AC rezultd cd BH||CA”. Analog CH|BA”,
de unde BHC A" este paralelogram si A’ este si mijlocul lui HA”.

“ 1
In triunghiul AHA”, OA’ este linie mijlocie, deci OA’ = §AH ;
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A

Figura 1.3

Notdm HO N AA' = {G}. Avem AAHG ~ AA'OG, de unde

AH AG " HE

04~ Cca —og "%

deci AG = 2GA’, ceea ce arati ci G este chiar centrul de greutate al
triunghiului ABC.
In concluzie, punctele O, H, G sunt coliniare si HG = 2GO.

- Fie ABCD un patrulater convez i fie ABNCD = {E}, BCNAD = {F}.

Cercurile circumscrise triunghiurilor ABF, ADE, CFD, ECB trec prin
acelagi punct M (punctul lui Miquel).

Solutie. Notdm cu M al doilea punct de intersectie a cercurilor circum-
scrise triunghiurilor BCE si DCF. Patrulaterul CBEM fiind inscriptibil
rezulta ca

m(CME) = m(ABO).

In patrulaterul inscriptibil CDF M avem m(C'/]W\F) = m(A/D\C)
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A

Figura 1.4

Atunci

m(BAF) + m(BMF) = m(BAF) + m(BMC) + m(CMF)
= m(EAD) + m(AED) + m(ADE)
= RE
deci patrulaterul ABMF este inscriptibil, adica punctul M se afla pe cercul

circumscris triunghiului ABF'. Analog se arata ca patrulaterul ADME este

inscriptibil. Prin urmare M apartine cercurilor circumscrise triunghiurilor
ABF, ADE, CBE gi CDF.

5. Daca M este un punct situat pe arcul BC' al cercului circumscris triunghiu-
lui echilateral ABC, atunci AM = BM + CM (Schooten,).

Solutie. Fie N € [AM] astfel incat [M N] = [NB]. Patrulaterul ABMC
fiind inscriptibil rezulta ca

m(AMB) = m(ACB) = 60°,

deci triunghiul BM N este echilateral cu [BN| = [NM] = [BM].
Din AABN = ACBM (L.U.L.) rezultd ca [MC] = [AN]. Atunci

AM = AN+ NM = MC + MB.
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Figura 1.5

6. Se considerd triunghiul echilateral ABC §t M un punct oarecare in plan,

ce nu apartine cercului circumscris triunghiului. Ardtati cd distantele M A,
MB, MC reprezintd lungimile laturilor unui triunghi (teorema lui D. Pom-

peiu).

Figura 1.6

Solutie. Consideram rotatia de centru A si unghi @ = 60°, care duce
punctul B in C, M in M astfel incat [AM] = [AM'] si m(MAM’) = 60°.
Atunci [AM] = [MM']. Segmentul [MB] = [M'C], deci se observi cj
laturile triunghiului MM’'C sunt [MM '|=[MA4], [M'C] = [MB] si MC.

. Sd se arate cd proiectiile ortogonale ale unui punct M de pe cercul circum-

scris triunghiului ABC' pe laturile acestuia sunt coliniare.
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Solutie. Fie A’, B,C’ proiectiile punctului M pe laturile triunghiului
ABC.

Cl

BI

B AI C

Figura 1.7

Observim cd patrulaterele ABCM, MC'AB' si M B’ A’C sunt inscriptibile.
Atunci

m(AB'0) = m(AMC) = 90° — m(MCB) = 90° — m(MAC")
= m(AMC") = m(AB'C),

ceea ce aratd c& punctele A’, B', 0’ sunt coliniare si cé se afla pe o aceeasi
dreaptd numita dreapta lui Simson.

Observatie. Are loc si reciproca: Fie M un punct exterior triunghiului
ABC si A', B',C' proiectiile lui M pe laturile triunghiului. Daca punctele
A’ B', C’ sunt coliniare, atunci M se afla pe cercul circumscris triunghiului.

8. Fie triunghiul isoscel ABC, [AB] = [AC], I centrul cercului inscris in
triunghiul ABC si T cercul circumscris triunghiului ABC. Dreptele BI gi
C1I intersecteazd cercul I' in punctele M, respectiv N. Fie D un punct pe

—~

arcul BC care nu contine punctul A, iar E gi F intersectiile dreptei AD cu
BI si CI. Notam {P} =DM NCI ¢i {Q} = DN N BI. Ardtati cd:

a) punctele D, I, P,Q se gdsesc pe un cerc §};
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b) dreptele CE st BF' se intersecteazd pe cercul ).
XXXIV Olimpiadi Ttaliane della, Matematica, 2018

Figura 1.8

Solutie. a) m(PIQ) = 180° — (m(ICB) + m(IBC))

ABC) m(ACH
_ AR (m(éBm +m<Azc )

> = 180° — m(4ABC).

Tinand cont de patrulaterele inscriptibile ABDN si ACDN , avem

m(NDM) = m(NDA) + m(MDA) = m(ACN) + m(MBA)

)1 m(AfC) % m(AQCB) 8 St

Observam cj
m(PIQ) + m(NDM) = 180° — m(ABC) +m(ACB) = 180°,

deci patrulaterul DPJ @ este inscriptibil, punctele D, P I,Q se gisesc pe
un acelasi cerc, notat ).
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b) Observam ca m(ﬁ’) = 180° — m(A/BTZ') si m(B/DTT) = m(@),
de unde deducem ca BIF' D este patrulater inscriptibil. De asemenea:

m(BC)

m(BCD) = m(BMD) =

si

m(ABC)

m(ICB) = = m(MBA) = m(MDA) = m(MDE).

Unghiul IED este exterior triunghiului M ED, deci
m(IED) = m(EDM) + m(EMD) = m(ICB) + m(BCD) = m(ICD),
de unde rezultd ca I EC D este patrulater inscriptibil.
Notam cu X intersectia dreptelor BF gi EC. Avem
m(ECT) = m(EDI) §i m(FDI) = m(FBI),

de unde m()?C\'I )= m()?B\I ), deci IXCB este patrulater inscriptibil.
Pentru ca punctul X sa fie pe cercul ), vom arata ca patrulaterul /X PD
este inscriptibil. Avem

m(EXT) = 180° — m(IXC) = m(IBC) = =2

m(ﬁ’) = m(B/IE’) = 180° — m(m)
Din DCFX patrulater inscriptibil, avem m(D/}?’B) = m(ﬁ') In triun-
ghiul DFP:

m(FPD) = 180° — m(PDF) — m(PFD) = 180° — — m(DXC)

= 180° — m(EXT) — m(DXC) = m(IXD),

deci patrulaterul IX PD este inscriptibil, iar punctele D, I, P, X sunt pe
acelagi cerc €.

9. Fie triunghiul ABC gi D, E,F punctele in care cercul inscris in triunghi
intersecteazd laturile triunghiului. Cercul ce trece prin A si B include tri-
unghiul ABC' si intersecteaza dreapta DE in punctele P si Q). Sa se arate

cd mijlocul segmentului AB se gdseste pe cercul circumscris triunghiului
Lo

Singapore SMO, 2017
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Figura 1.9

Solutie. Fie M mijlocul segmentului AB. Dacs DE | AB, atunci triunghiul
ABC este isoscel, cu [CA] = [CB], si F coincide cu M. Daci DE )} AB
notdam {N} = DE N AB. Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul
ABC, obtinem

AN " 5h SE
N e DeSEA | e
de unde tinand cont c& [CE] = [CD), [BD] = [BF]si [AE] = [AF], obtinem
AN BF
m-ﬁzl & AN-BF = BN - AF

© AN -(BN — NF) = BN - (NF - NA)
© 2-AN-BN = NF - (BN + AN)
© 2:AN-BN = NF - (NM + BM + NM — AM)
& AN-BN = NF.MN.

Dar AN - BN = NP - NQ, deci NP - NQ = MN - NF, de unde rezults ci
punctele P, @, F, M sunt coliniare.



